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Аннотация: В докладе рассматривается метод синтеза робастных управлений блочными 
многосвязными нелинейными динамическими системами. Найдено преобразование, 
приводящее блочную систему к виду, состоящему из одного блока. Построена функция 
Ляпунова для замкнутых систем рассматриваемого класса. Показано, что если число 
управлений в блоке больше или равно числу управляемых переменных, то из выполне-
ния ограничений на переменные состояния и управления следует выполнение ранговых 
критериев управляемости. В процедуре синтеза учтены ограничения на управления и 
переменные состояния объекта. 

 
 

1. Введение 
 

Большое число современных аналитических методов синтеза управлений ориенти-
рованы на канонические формы представление моделей. Для линейных моделей наибо-
лее распространена каноническая управляемая форма [1]. Для нелинейных систем об-
щей канонической формы не существует, поэтому применяются различные представ-
ления: управляемая форма Жордана [2, 3]; нормальная каноническая форма [4]; блоч-
ная форма [5], каскадная форма [6]. Отметим, что перечисленные формы во многом 
аналогичны друг другу. 

В данном докладе рассматривается задача синтеза робастных управлений на основе 
управляемой формы Жордана (блочной формы), которая позволяет применить метод 
позиционно-траекторного управления для синтеза управлений [7, 8]. 

 
 

2. Управление объектом, описываемым одним блоком 
 
Пусть объект управления описывается системой уравнений следующего вида: 

(1)  x f x Bu  , 

где x  – вектор переменных состояния размерности n; u  – вектор управляющих воздей-

ствий размерности m;     Tif x f x , ni ,1  – функциональный вектор;  if x  – 
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функции, удовлетворяющие условиям существования и единственности;  iB b , 

ni ,1  – матрица размерности mn ; ib  – матрицы-строки. 

Предполагается, что на управляющие воздействия наложены ограничения вида: 

(2) max
jj uu  , mj ,1 , 

где 0max ju  – постоянные положительные числа. 

Требуется найти управляющее воздействие  1 2

T

mu u u u   в виде функции 

переменных состояния системы (1) при ограничениях (2), которое переводит объект 
управления (1) из произвольного начального состояния 0 0x   в заданное конечное со-

стояние 0kx  , обеспечивая асимптотическую устойчивость замкнутой системы. 

Рассматривается случай, когда объект (1) состоит из одного блока. 
Вводится следующее определение 1. 
Объект (1) состоит из одного блока, если выполнено условие: 

(3) 0ib  , ni ,1 , 

Синтез управления u  проводится на основе следующего утверждения. 
Утверждение 1. Если управляющие воздействия объекта (1) ограничены условиями 

(2), то управление 

(4)   max tanh Tu U QB x x  ,  

где  max max max max
1 2, , mU diag u u u , tanh  – функция гиперболического тангенса, 

 1 2, ,..., mQ diag q q q  – вектор параметров регулятора, при выполнении условий 

(5)    max,i ib u f x , ni ,1 , 

(6) max TBU QB  ,    ,f x x , ni ,1 , 

обеспечивают асимптотическую устойчивость замкнутой системы (1),(2) (4), а 
функция Ляпунова замкнутой системы имеет вид 

(7) 
1

2
TV x x ,  

До к а з ат е л ь ст в о .  Дифференцирование функции (7) дает выражение: 

(8)     max tanhT T TV x x x f x BU QB x    ,  

Выделим две области, представленные на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. К доказательству устойчивости замкнутой системы. 
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В области 2 имеет место соотношение 

(9)  tanh T TQB x QB x .  

Тогда выражение (8) с учетом (9) принимает вид 

(10)       max max maxT T T T T TV x f x BU QB x x x BU QB x x BU QB x       .  

Из выполнения условий (6) следует отрицательность (10). 
В области 1 имеем 

(11)    tanh T TQB x sign QB x . 

Тогда с учетом (10) выражение (7) преобразуется к виду 

(12)     maxT TV x f x BU sign QB x  .  

Таким образом, из условия (5) следует отрицательность функции (12). 
Доказательство завершено. 
Отметим, что приближенные равенства в выражениях (9) и (11) приводят к тому, 

что коэффициенты q выбираются с запасом, как показано на рис. 1, чтобы функция ги-
перболического тангенса была больше прямой x . 

Из утверждения 1 следует, что управление (4) обеспечивает асимптотическую ус-
тойчивость замкнутой системы (1), (2), (4), если модули управляющих воздействий 
превышают модули функций, входящих в правые части системы (1), а коэффициенты 
усиления обратных связей образуют сектора, включающие в себя секторы, в которых 
находятся функции, описывающие правые части объекта. 

Отметим, что неравенства (5) аналогичны условиям управляемости, представлен-
ным в [9]. Если число управляющих воздействий больше или равно числу переменных 
состояния, т.е. m n , то имеет место следующее утверждение. 

Утверждение 2. Если для объекта (1) число управляющих воздействий больше или 
равно числу переменных состояния: 
(13) nm  , 
и выполнены условия (5), то существует вектор линейно независимых величин maxu , 
обеспечивающий устойчивость и выполнение условия общности положения [10]: 

(14)  1 2, ,..., nD G G G , nrankD  , 

(15) 1G B ,     1
1

j
j j

G f x
G f x Bu G

x x




 
  

 
, nj ,2 , 

Доказательство.  Из выражения (5), следует, что 

(16)    max,i i ib U c f x  , ni ,1 , 

где 0ic   – положительные числа. 

Условия (16) должны выполняться одновременно, поэтому имеет место следующая 
система алгебраических уравнений 

(17) maxBU c . 

Раскрыв знак модуля (который выполняется поэлементно над каждой составляю-
щей вектора maxBU ), из последнего выражения получаем систему линейных относи-
тельно maxU  алгебраических уравнений вида 
(18) maxBU c  . 
где вектор c  отличается от вектора c  знаками элементов, входящих в строки, для кото-

рых скалярное произведение   max,ib x U  отрицательно. 

Известно, что система (18) имеет нетривиальное решение, если выполнено сле-
дующее условие [11]: 
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(19)  rang B n . 

Из выражения (19) с учетом (13) и (15) ( 1G B ) следует: 

(20)   1rang G x n . 

следовательно, выполняется условие (14). 
Утверждение 2 дает условия разрешимости задачи синтеза робастных управлений и 

связывает известные ранговые критерии управляемости с критериями, сформулирован-
ными в виде скалярных неравенств [9]. 

 
 

2. Блочный синтез робастных управлений 
 
Если объект (1) имеет блочную структуру (представлен в управляемой форме Жор-

дана), то его свойства задаются следующим определением. 
Определение 2. Объект (1) называется блочным, если он представляется в виде 

(21)    1 1,..., ,i i i k kx f x x x f x Bu    , 1,1  ki , 

где  1 2

Ti i i i
lx x x x   – векторы размерности l ,  1 2, , ...,

Tkx x x x ; 

        1 1 1 1 1 1 1 1
1 2,..., ,..., ,..., ,...,

T
i i i i i i i i

lf x x f x x f x x f x x     , – векторные функ-

ции размерности l ,         1 1 2 2, ,...,
T

k kf x f x f x f x ; 
 1 1

1

,...,
0

i i

i
i

f x x

x







 


; 

 ijB b  – матрица размерности ml , k  – число блоков, kln  . 

В общем случае блоки могут быть различной размерности il , однако в данной ста-

тье рассматривается случай блоков одинаковой размерности. 
Блочный объект (21) относится к классу систем с управляемой формой Жордана, 

подробно рассмотренной в [2, 3]. Если объект имеет число блоков 2k , то вектор 
управлений u  непосредственно воздействует только на вектор kx , который, в свою 
очередь, воздействуют на вектор 1kx   и т.д. В этой связи вектор kx  называется фиктив-
ным управлением для вектора 1kx  . 

Если система (1) представлена в блочном виде (21), то при нахождении управлений 
используется процедура блочного конструирования управлений, излагаемая ниже. С 
целью синтеза управления u  вводятся следующие вспомогательные функции: 

(22) k kx  , i i i kh x   , 1,1  ki , 

где ih  – весовые коэффициенты, которые позволяют сформулировать следующее ут-
верждение. 
Утверждение 3. Если в системе (21) управления ограничены условиями (2), то управле-
ние вида 

(23) max

1

tanh

k

T i

i

u U QB 


 
  
 
 
 , 

при выполнении ограничений 

(24)  max

1

, , 1,

k

i i k
j

i j

kb u h f f j n


 
   
 
 
 ,  
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(25)    ,i if x x , max maxTBU QB  , max max i  , 1,i k , 

обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой системы (21) – (24), а 
функция Ляпунова имеет вид 

(26)  
1

1

2

k
Ti i

i

V  


  , 

Доказательство проводится аналогично утверждению 1. 
Преобразование (22) позволяет привести систему (21) к системе с одним блоком 

(1). При этом система произвольного вида, может быть представлена в форме (21), при 
2k , путем переобозначения переменных состояния. 
 
 

3. Блочный синтез робастных управлений при ограничениях 
на переменные состояния 

 
На практике, ограничения могут накладываться не только на управляющие воздей-

ствия, но и на переменные состояния. В этой связи рассматривается задача синтеза ро-
бастного управления блочной системой (21) при ограничениях на управления (2) и сле-
дующих ограничениях на переменные состояния: 

(27) max
j

i
j xx  , ki ,1 , ilj ,1 . 

Для блочного объекта (21) формулируется утверждение 4. 
Утв е ржд е н и е  4 .  Если в системе (21) управления и переменные ограничены усло-

виями (2), (27), а функции  1 1,...,i if x x   ограничены условиями 

(28)  ,i i if x , 1
max

i i if x b , max
k kf U b , 1,1  ki , 

то управление 

(29)  max tanh k k ku U Q B   , 

(30) 1 1x  ,  max 1tanhi i i i i ix x Q B    , ki ,2 . 

где векторы постоянных коэффициентов iQ  удовлетворяют условиям 

(31) 1 1 1 1TB B Q  , 1 1 1iT i i i i T i iD D Q B B Q     , ki ,2 . 
обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой системы (21), (29), а функ-
ция Ляпунова имеет вид 
(32) 0.5 kT kV   , 

Доказательство проводится аналогично доказательству утверждения 1.  
Утверждение 4 дает ограничения, при которых релейный регулятор (29) обеспечи-

вает асимптотическую устойчивость замкнутой системы. 
 
 

4. Примеры синтеза робастных систем  
 
Пример 1. Цель данного примера – продемонстрировать соответствие результатов 

синтеза, получаемых предложенным в настоящей работе методом с известными резуль-
татами. Рассматривается объект, на примере которого наиболее часто демонстрируется 
синтез оптимальных по быстродействию систем [10, 12]: 
(33) 1 2 2 max, ,x x x u u U    , 
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Оптимальное по быстродействию управление в замкнутой форме для объекта (33) 
известно и имеет вид [10, 12]: 
(34)   2

2
21max 5.0 xsignxxsignUu  . 

Робастное управление, полученное предлагаемым методом, имеет вид: 
(35)    1

1
max22

2
max tanhtanh xqxxqUu  . 

На рис. 2 представлены фазовые портреты оптимальной замкнутой систем (33), 
(34) и робастной системы (33), (35), при 5.0,2 max2max  xU , 1021  qq . 

 

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x
1

x
2

Tr
1

Tr
2

 
 

Рис. 2. Фазовые траектории оптимальной и робастной систем. 
 

Из рис. 2 следует, что траектории оптимальной замкнутой систем (33), (34) (траек-
тория Tr1) и робастной системы (33), (35) (траектория Tr2) в области 5.0max22  xx  

совпадают с высокой степенью точности. Вычислив произведение функций, опреде-
ляющих знаки управлений в (34) и (35), можно получить, что указанные управления 
совпадают для области, определяемой неравенствами: 
(36) max22 xx  , 2

21 5.0 xx  . 

Пример 2. Рассматривается задача синтеза робастного регулятора для нелинейного 
технологического объекта, уравнения которого имеют следующий вид [13]: 

(37) 

   

     

 

1 1 1 2 1 22 2
1 1

2 1 1 2 2 2 3 3 2 12 2
2 2

3 2 2 3 22 2
3 3

3 3
,

2

3 3
,

2

3 3
,

2

a
x f x x u u

x x

a
x f x x f x x f x u

x x

a
x f x x u

x x

 

 

 

    

       

  







, 

где    2121211 xxsignxxkgxxf  ;    3232322 xxsignxxkgxxf  ; 

   2223 xsignxkgxf  ; 321 ,, xxx  – переменные состояния системы; 21 ,uu  – управляю-

щие воздействия; k  – постоянный коэффициент. 
Требуется стабилизировать объект (37) в заданном положении 0

3
0
2

0
1 ,, xxx , управле-

ниями, независимыми от функций  211 xxf  ,  322 xxf  ,  23 xf . 
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Для решения задачи синтеза введем в рассмотрение квадратичную функцию 

(38)      2 2 20 0 0
1 1 2 2 3 30.5 0.5 0.5V x x x x x x      , 

Вычислим производную функции (38) по времени в силу уравнений объекта (37), в 
результате чего получим 

(39) 

     

        

    .
2

33

2

33

2

33

22
3

3222
3

0
33

12
2

233222112
2

0
22

212
1

2112
1

0
11















































u
x

xxf
x

a
xx

u
x

xfxxfxxf
x

a
xx

uu
x

xxf
x

a
xxV

, 

Пусть управляющие воздействия ограничены: 
(40) max

ii uu  , 2,1i , 

Тогда, управления, обеспечивающие минимум производной (39), имеют вид: 

(41) 
00 0 0

max max 3 31 1 2 2 1 1
1 1 2 22 2 2 2

1 2 1 3

,
x xx x x x x x

u u sign u u sign
x x x x

     
       

   
,  

Функция (38) является функцией Ляпунова для замкнутой системы (37), (41) в об-
ласти, ограниченной следующими неравенствами: 

(42) 

 
     
 

1 2 1 1 2

1 1 1 2 2 2 3 3 2

2 2 1 2

2

2

2

m m

m

m

u u a f x x

u a f x x f x x f x

u a f x x

  

    

 

. 

Результаты моделирования замкнутой системы (37), (41), подтверждающие дости-
жение поставленной в примере задачи, представлены на рис. 3 – 5. 
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x
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u
1
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u
2
(t)

 
Рис. 3. Переходные процессы системы (37), (41). 

 
Рис. 4. Управления в системе (37), (41). 

 
На рис. 3 представлены переходные процессы по переменным состояния системы 

(37), (41), на рис. 4 – изменение управляющих воздействий, а на рис. 5 – траектории 
движения системы. 

Моделирование проведено при следующих параметрах: 5max
2

max
1  uu , 1.0a , 

8.9g . Как и в предыдущем случае, произведена аппроксимация знаковой функции 
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непрерывной функцией. На рис. 3 приведены переходные процессы при значениях ко-
эффициента k , равных 1 и 2. Из результатов моделирования видим, что робастный ал-
горитм управления (41) парирует возмущения, действующее на систему. 
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Рис. 5. Траектории движения системы (37), (41). 
 

Отметим, что полученный регулятор (41) не зависит от функций  211 xxf  , 

 322 xxf  ,  23 xf . 

Пример 3. Рассматривается задача синтеза робастного управления летательным ап-
паратом (ЛА), уравнения которой представляются в виде [8, 14]: 
(43) , u dy Rx Mx F F    . 

где x  – вектор скоростей ЛА; y  – вектор положений; uF  – вектор управляющих воз-

действий; dF  – нелинейная функция положений и скоростей, включающая в себя как 

известные соотношения и параметры, так и неизвестные части и возмущения; M  – 
матрица инерционных элементов. 

Требуется обеспечить движение летательного аппарата вдоль заданной траектории 
с постоянной скоростью. 

В соответствии преобразованием (22) вводятся следующие переменные: 
(44) 1 2,x x x x Ey   , 
где E  – неособенная матрица. 

Вводится в рассмотрение следующая квадратичная функция: 

(45)    2 20.5
T

V x x . 

Производная функции (45) в силу уравнений (43), (44) равна: 

(46)       2 2 2 1 1T T

u dV x x x M F F ERx     . 

Тогда управление, доставляющее минимум производной (46), равно: 

(47)   max 1T
u uF F sign M x Ey    . 

где max
uF  – вектор, определяющий ограничения на управляющие воздействия. 

Условием отрицательной определенности производной (46) функции Ляпунова (45) 
является неравенство: 

(48) 1 max 1 1
u dM F M F ERx   . 
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На рис. 6 и 7 представлены результаты моделирования замкнутой системы лета-
тельным аппаратом (43), (48) при решении задачи движения вдоль прямой линии с по-
стоянной траекторной скоростью 5 м/с. 
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Рис. 6. Скорости летательного аппарата. 
 

Рис. 7. Траектория летательного аппарата. 
 
 

5. Заключение  
 
Отметим, что предложенные регуляторы совпадают с робастными регуляторами 

[15, 16], полученными на основе принципа максима Понтрягина в задаче о быстродей-
ствии. 

Таким образом, в данной работе представлены методы синтеза робастных систем 
управления, основанные на прямом методе Ляпунова. Показано, что для систем блоч-
ной структуры существует преобразование, позволяющее получить робастный регуля-
тор, обеспечивающий минимум производной функции Ляпунова. При выполнении не-
равенств, ограничивающих область функционирования системы управления, для блоч-
ных систем рассматриваемого класса следуют достаточные условия разрешимости за-
дачи синтеза оптимальных управлений в виде выполнения условия общности положе-
ния и асимптотическая устойчивость замкнутых систем. 

Также показана связь (утверждение 2) межу свойствами управляемости по Пятниц-
кому [9] и устойчивостью объекта. 

При наличии ограничений на управляющие воздействия и на переменные состоя-
ния, найдены условия, накладываемые на правые части объекта в виде секторных огра-
ничений, при выполнении которых осуществляется блочный синтез управления, обес-
печивающий асимптотическую устойчивость замкнутых систем. 

Приведены примеры блочного синтеза робастных управлений в многосвязных не-
линейных системах с ограничениями на координаты и управляющие воздействия, под-
тверждающие практическую значимость предлагаемого подхода. 

Работа поддержана грантом Президента Российской Федерации МД-1098.2013.10. 
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